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Fonctions vectorielles - Intégration

Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel normé sur K de dimension finie p.

a et b sont deux réels tels que a<b. f estune application de [a, b] dans E.

1. Approximation uniforme

Définition :

On dit que f est une fonction en escalier sur [a,b] si et seulement si il existe une subdivision (a,, ..., a,) de [a, b],
et des vecteurs x,,...,x, ;de E, telsque Vi€[0, p—1], flt)=x,.

La subdivision (ay,...,a,) est dite adaptée & f.

Définition :
Une fonction f définie sur un intervalle / de R, a valeurs dans E, est dite en escalier sur / si et seulement si
il existe un segment [a, b ] inclus dans I tel que :

1. Larestriction de f au segment [a, b] est en escalier sur ce segment

2. f estnulle en dehors du segment [a,b].

Théoréme : Approximation uniforme des fonctions en escalier (admis) :
Soit f une application continue par morceaux sur [a,b] a valeurs dans E.
Il existe une suite de fonctions en escalier sur [a, b] convergeant uniformément vers f sur [a,b].

Remarque :
Ce théoréme permet de construire 1'intégrale d'une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Théoréeme : Théoréme de Stone-Weierstrass d'approximation uniforme par des polynémes (admis) :
Soit f une application continue sur [a,b] a valeurs dans R . Il existe une suite de polyndmes a coefficients réels

convergeant uniformément vers f sur [a, b].

2. Définition de l'intégrale

2.1. Cas des fonctions en escalier

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction en escalier sur [a, b].

Définition :

p—1
On appelle intégrale de f sur [a,b] et on notef[a b]f, f:f, ou f;f(t)dt, le vecteur Z (al.ﬂ—al.)x[.

i=0

Remarques :
1. On démontre que ce vecteur est indépendant de la subdivision adaptée a f que 1'on utilise.

b
2. fa f ne dépend pas des valeurs prises en les points de la subdivision choisie.

Corollaire :
1. Si f estune fonction constante sur |a, b| telle que Vt€]a,b[, f(t)=C, alors f:f:(b—a)C.
2. Si f et g sont deux fonctions en escalier sur [a, b] différant seulement en un nombre fini de points,
alors elles ont méme intégrale.




2.2. Cas des fonctions continues par morceaux

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Théoréeme :
Soit (%) une suite de fonctions en escalier sur [a,b], convergeant uniformément vers f sr [a, b].

Alors la suite

b
f qon) est convergente, et sa limite ne dépend pas de la suite (¢, ) choisie.

Définition :

La limite de la suite

b b
est appelée intégrale de f sur [a,b], et est notée faf, f[u , [ ou fuf(t)dt.

3

3. Propriétés de l'intégrale
Dans ce paragraphe, f et g désignent deux fonctions de %21([61, bl,E).
Remarque :
Les propriétés suivantes se démontrent en utilisant la propriété similaire pour les fonctions en escalier, et en concluant

par la théoréme du paragraphe précédent.

Proposition :
b b
L Y(2,uek’, [ (af+ug)=af f+uf g.
2. Lapplication f€#. ([a,b],E)— fi f est une application linéaire de #\([a, b], E) dans E .

Proposition : Inégalité triangulaire :

[ fl<f s

Proposition :

b b
Si f et g different seulement en un nombre fini de points de [a, b], alors fa f =fa g.

Proposition : Relation de Chasles :

Lovxelanl, [ r=[ r+[ 1.

b pl Ay
2. Soit (ay, ..., a,) une subdivision de [a,b]. Alors _fafzz fa f.
i=0

4. Utilisation des composantes

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction de %?n([a ,b],E).

Proposition :
Si B=(e,,...,e,) estune base de E, et f,,..., f, sont les applications composantes de f dans la base B,

alors J'zf:Z; (fif,-

e;.




Remarque :
Cette proposition permet de se ramener au cas des fonctions scalaires.

Corollaire :

1. Si E=C, fzfzf:i}?e(f)ﬂff:ﬁm(f).
2. Si E=C, f27=f:f

5. Inégalité de la moyenne

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction Proposition : Inégalité de la moyenne :

de #5[a, b, E). 1S, A1<L A<=l sl o lLfll= sup 7 (1))

Définition :
Proposition :

1 b
b—a Lf' Soit g€#” ([a,b],C). Alors

On appelle valeur moyenne de f le vecteur

[ e si<lrl S lel

6. Théoréme de Riemann-Lebesgue (hors programme)

Théoréme : Théoréme de Riemann-Lebesgue :

b .
Soit f&#"([a,b],K). Alors lim [ f(1)e™di=0.

X >0

Preuve :
1. 1% cas : f estestfonction en escalier sur [a,b]. Soit (ao,...,ap) une subdivision de [a, b] telle que

Vke[0,p—1], Fa,€K tel que Vx€E€la,,a,.,[, f(x)=a,.
b . p! a,., . pl 1 p-l . .
ixt ixt iag,,x ia,x
faf(t)e dtzkgo Jlak a.e dt;Okz—o a, =— E a (e =€),

X 20
b . 2 pl
Lf(t)e’“dt‘émz = 0.

k=0

ixt %

e

ix

a,

Donc

2. 2™ cas : Cas général. El(%)E[E([a, b],K)}N telle que (¢, ) converge uniformément vers f sur [a, b].
b A b _
Soit x>0. Onpose F,(x)=[ o, (t)e™dr, et Fx)=[ f(t)e™dr.

D'apres le premier cas, lim F,(x)=0, a n fixé.

X —00
b
<J
a

[C(@,0-F()e o (1= f (1)

b
<fu ||¢n_f||oo,[a,b]dtz(b_a)H(pn_f”oo,[a,b]n:)wor sans dépendre de x.

ixt]

e

ixt

e

dt, or =1.

F,(x)=F(x)=

Donc (F,) converge uniformément vers F sur R. Deplus, Vn€eN, lim F,(x)=0.

Donc par théoréme, lim F(x)=0.

X—w
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